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張量分析談莫爾圓極點法及其工程應用 
 

研究主題 

張量分析談莫爾圓極點法及其工程應用 
 

主題介紹 

張量分析與莫耳圓極點法是工程數學與力學中的重要工具，其廣泛應用於

應力應變分析、結構設計和材料力學等領域。在這些工程應用中，張量提供了

統一的數學架構，而莫耳圓則以直觀的幾何方式描述了應力和應變的變化。然

而，傳統教學中對張量的抽象數學性質和莫耳圓的幾何特性常分開討論，導致

學生難以將兩者連結而導致學習上有所困難。本計劃的核心目標是從張量的角

度系統性地分析莫耳圓及其極點法，探索其數學本質與工程應用價值。我們參

考了《莫耳圓與二階張量關係之研究及其 Mathematica 動畫模擬》（陳正宗、

李家瑋、涂雅瀞）以及《由矩陣特徵值證明力學莫耳圓性質並應用於實際工程

問題》（紀昭銘、林正山）等研究成果，通過數學推導深入闡明張量與莫耳圓

之間的等價關係，並結合動態可視化技術，提供直觀且易於理解的學習體驗。 

首先，我們將基於張量的特徵值和特徵向量性質，推導出莫耳圓的構建公

式，並進一步分析極點法在應力和應變主軸方向中的幾何意義。透過這些推

導，學生不僅可以掌握莫耳圓的幾何結構，還能理解其與張量不變量的關聯

性。接著，我們將利用 Mathematica 和 MATLAB 進行數值模擬，製作動畫以

動態展示物理量在不同坐標系轉換下的變化過程，幫助學生直觀地理解數學模

型如何對應至現實世界中的物理現象。於理論層面，本計劃的重點在於針對張

量與莫耳圓之間的數學關係進行全面推導與驗證，旨在揭示莫耳圓幾何特性與

張量特徵值之間的內在聯繫。 

我們將運用數學分析工具，詳細闡述莫耳圓的構建與其極點的數學意義，

並討論這些數學概念在材料力學與結構力學中的潛在應用價值。此外，為了增

強教學與研究的可視化效果，我們將充分利用 Mathematica 和 MATLAB 等軟

體，製作一系列動畫模擬，直觀呈現座標變換下物理量的變化，幫助學生與研

究者理解張量分量的動態行為與莫耳圓的不變量特性。這些動畫將專注於理論

驗證與視覺化表達，而非模擬特定工程場景，以更聚焦於數學理論的普適性與

嚴謹性。 



本計劃的價值在於，通過嚴謹的數學推導與創新的視覺化教學方法，讓學

生深入理解張量與莫耳圓的關係，並能夠將這些數學工具應用於未來的跨學科

研究和實際問題解決中。為了進一步提升學生對理論的掌握與實踐能力，我們

將設計以問題為導向的學習活動，指導學生完成數值模擬和案例分析。在教學

過程中，學生將學習如何運用張量分析與莫耳圓理論解決實際問題，並通過可

視化工具增強對理論和數據的理解。這些學習活動將不僅有助於學生掌握專業

技能，還將激發他們的跨學科思維和創新能力。總之，本計劃致力於將數學理

論與工程應用相結合，促進學術研究與實踐的深度融合。透過動態模擬和實際

案例，我們希望構建一個跨領域的學習架構，為未來的教育和研究提供範例，

並協助學生在數學與工程領域中取得突破性進展。 

 

活動規劃 

第一階段：理論基礎與數學推導 
1. 介紹張量的基本概念，特別是特徵值與特徵向量的數學性質及其物理意義。 
2. 深入講解莫耳圓的構建公式及其與張量不變量的數學聯繫。 
3. 推導極點法的幾何意義結合實例分析其在應力與應變主軸方向中的應用。 
目標：學生能清楚理解張量與莫耳圓的理論基礎，並掌握相關公式的推導過

程。 
 
第二階段：數值模擬與動態可視化 
1. 使用 Mathematica 和 MATLAB，教學如何製作動畫模擬，直觀展示張量分

量隨坐標系轉換的行為。 
2. 結合動態模擬，強調莫耳圓的不變量特性及其在物理現象中的穩定性。 
3. 引導學生將數學公式與模擬結果進行比較，驗證理論的正確性。 
目標：學生能自行實現數值模擬，並能解釋模擬結果如何反映張量和莫耳圓的

特性。 
 
第三階段：案例分析與工程應用 
1. 探討莫耳圓在工程應用中的實際案例，例如梁的彎矩設計和材料主應力方向

的分析。 
2. 設計分組研究任務，鼓勵學生以理論為基礎，完成個人或小組的模擬與推導

項目。 
3. 組織期末成果展示，學生匯報理論分析、模擬結果及應用價值。 
目標：學生能將理論知識與工程實踐結合，並能以學術報告形式呈現研究成

果。 
 
 



活動目標 

1. 讓學生掌握張量分析與莫耳圓方法的數學基礎，並理解其在工程中的重要

性。 
2. 提升學生使用數值模擬工具（Mathematica 和 MATLAB）的能力，並能以

動畫形式呈現物理現象。 
3. 強化學生的數學推導與問題解決能力，建立其從理論到應用的完整思路。 
4. 鼓勵學生在模擬中發現問題並提出改進建議，培養其獨立思考與創新能力。 
5. 提供合作研究的機會，增強學生的團隊協作與學術表達技巧。 
 

數學背景與公式描述 (Mathematical Background and Formulae) 

為了幫助學生更好地理解張量分析、莫爾圓及極點法的數學背景，我們將擴展數學描

述，詳細闡述莫爾圓、極點法以及矩陣關係的作用，並提供具體的應用範例，清楚說

明將要進行動態模擬的部分。 

應力轉換公式 (Stress Transformation Formula) 

這些公式用於計算旋轉後的應力分量。在將應力從一個坐標系轉換到另一個坐標系時，

公式如下： 

 

這幫助學生理解如何在旋轉座標系中計算應力，這對於理解莫耳圓和張量分析非常重要。 

莫耳圓的構建公式 (Mohr’s Circle Construction Formula) 
莫耳圓的中心和半徑是根據應力矩陣的數學性質來定義的。公式如下： 

 

這些公式能幫助學生理解莫耳圓的幾何結構並直觀地展示應力狀態變化。 

張量不變量 (Invariants of a Tensor) 

對於應力矩陣，主對角線之和和行列式是張量的不變量，這些不變量在應力分析中具

有關鍵作用： 



 

這些不變量在應力和應變分析中對理解材料的行為至關重要，並且在莫耳圓的幾何圖形中

也能有所體現。 

應力矩陣的特徵值 (Eigenvalues of the Stress Matrix) 

這兩個特徵值 λ1 和 λ2 分別代表了主應力，並且對應於莫耳圓的兩個極端點。特徵值計

算公式為： 
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